Решения задач по планиметрии

Задача № 1
Классы: 7,8,9

Темы: Измерение отрезков. Смежные углы. Прямоугольные треугольники.

Условие: Есть три треугольника: остроугольный, прямоугольный и тупоугольный. Саша взял себе один треугольник, а Боря – два оставшихся. Оказалось, что Боря может приложить (без наложения) один из своих треугольников к другому, и получить треугольник, равный Сашиному. Какой из этих треугольников взял Саша? (рис. 1).

Решение

"Лобовое" решение задачи состоит в том, чтобы перебрать возможные способы приложить один треугольник к другому так, чтобы получился треугольник, выбрать из них подходящие под условие задачи, и получить ответ. Однако лучше, заметив, что в этом случае Саша может разрезать одной прямой свой треугольник на два, равных Бориным, перебирать именно способы разрезать треугольник на два. При этом один из концов отрезка расположен в вершине исходного треугольника, а другой - на противоположной стороне. 
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Допустим сначала, что Саша взял остроугольный треугольник. Посмотрим на сторону, которую пересёк разрез. Если разрез перпендикулярен этой стороне, получится два прямоугольных треугольника. Иначе получится один остроугольный и один тупоугольный треугольник. Ни один из этих вариантов не соответствует условию задачи, поэтому Саша не мог взять остроугольный треугольник.                                                  Рис. 1 


Допустим теперь, что Саша взял тупоугольный треугольник. 

Посмотрим опять на сторону, которую пересёк разрез. Если разрез перпендикулярен этой стороне, получится два прямоугольных треугольника. Иначе один из получившихся треугольников  –  тупоугольный. В любом случае условие задачи не выполнено, а значит, этот случай невозможен. Поэтому Саша мог взять прямоугольный треугольник. Соответствующий пример приведён на рисунке. 

Ответ: Только прямоугольный. 

Задача № 2
Классы: 7,8.

Темы: Измерение отрезков. Смежные углы. Трапеция. 
[image: image80.png]


Условие: Четырёхугольник с длинами сторон 1, 1, 1 и 2 имеет две параллельные стороны и разбит на четыре одинаковые фигуры (рис. 2). В результате верхняя сторона разделилась на четыре отрезка. Найдите отношение длины большего отрезка к меньшему. 



       Рис. 2
Решение

Пусть x - длина меньшего отрезка. В верхней стороне четырёхугольника, имеющей длину 1, укладывается 3 маленьких отрезка и один большой. Значит, длина большого отрезка равна 1 - 3x. В нижней стороне четырёхугольника, имеющей длину 2, укладывается 3 больших отрезка и один маленький. Получаем уравнение 3* (1 - 3x) + x = 2. 

Отсюда  3 - 9x + x = 2. 

Следовательно, [image: image84.png]


. Итак, длина меньшего отрезка равна 1/8. Поэтому длина большего равна 1 - 3 . 1/8 = 1 - 3/8 = 5/8. Значит, больший отрезок в пять раз длиннее меньшего. 

Ответ: 5. 

Задача №3

Классы: 8,9

Темы:  Измерение отрезков. Смежные углы. Параллелограмм. Свойства параллелограмма. 

Условие:  В треугольнике ABC точки A' , B' , C' лежат на сторонах BC , CA и AB соответственно. Известно, что [image: image2.png]


AC'B'=[image: image3.png]


 B'A'C, [image: image4.png]


CB'A'=[image: image5.png]


 A'C'B, [image: image6.png]


BA'C'=  [image: image7.png]


 C'B'A. Докажите, что точки A' , B' , C' – середины сторон треугольника ABC (рис.3). 

Подсказка: Докажите, что четырёхугольники AB'A'C' и BA'B'C' - параллелограммы. 

Решение

[image: image81.png]


Углы AC'A' и AB'A' равны, т.к. дополняют до 180o равные углы CB'A' и A'C'B . Углы B'AC' и B'A'C' равны, т.к. дополняют до 180o равные суммы [image: image8.png]


C'B'A+[image: image9.png]


 AC'B' и [image: image10.png]


BA'C'+[image: image11.png]


 B'A'C . Значит, AB'A'C' – параллелограмм. 

Следовательно, AC'=B'A' Аналогично 

Рис. 3    

   докажем, что BA'B'C' – также 

параллелограмм, C'B=B'A' . Поэтому AC'=C'B , т.е. C' – середина AB . Для точек B' и A' доказательство аналогично. 

Задача №4

Классы: 8.

Темы:  Окружность.

Условие: Докажите, что вписанный угол равен половине соответствующего центрального угла (или дуги) окружности. 

Подсказка: Разберите три случая: центр окружности лежит на стороне угла, внутри угла, вне угла (рис.4).

Решение
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Рис.4
Пусть центр O окружности лежит на стороне AB вписанного угла BAC. Поскольку BOC – внешний угол равнобедренного треугольника AOC, то 

[image: image13.png]


BOC = [image: image14.png]


BAC + [image: image15.png]


ACO = 2[image: image16.png]


BAC. 

Следовательно, [image: image17.png]


BAC = 1/2[image: image18.png]


BOC, т.е. вписанный угол BAC равен половине центрального угла BOC, или половине дуги BC, не содержащей точки A. Пусть центр окружности лежит между сторонами вписанного угла BAC. Проведём диаметр AA1. Тогда луч AA1 лежит между сторонами угла BAC. Поэтому  [image: image19.png]


BAC = [image: image20.png]


BAA1 + [image: image21.png]


CAA1. 

Поскольку центр окружности лежит на общей стороне вписанных углов BAA1 и CAA1, то по доказанному  [image: image22.png]


BAA1 = 1/2[image: image23.png]


BOA1, [image: image24.png]


CAA1 = 1/2[image: image25.png]


COA1. Следовательно, [image: image26.png]


BAC = 1/2[image: image27.png]


BOA1 + 1/2[image: image28.png]


COA1 = 1/2([image: image29.png]


BOA1 + [image: image30.png]


COA1) = 1/2[image: image31.png]


BOC. 

Наконец, пусть центр окружности лежит вне угла BAC. Если при этом луч AB проходит между сторонами угла CAA1, то [image: image32.png]


BAC = [image: image33.png]


СAA1 - [image: image34.png]


BAA1 = 1/2[image: image35.png]


COA1 – 1/2[image: image36.png]


BOA1 = 1/2([image: image37.png]


COA1 - [image: image38.png]


BOA1) = 1/2[image: image39.png]


BOC. 

Следствие. Вписанные в окружность углы, опирающиеся на одну хорду, равны, если их вершины расположены по одну сторону от этой хорды, и составляют в сумме 180o в противном случае. 

Задача № 5

Классы: 9,10.

Темы: Измерение отрезков. Смежные углы. Выпуклые многоугольники.

Условие: Дан выпуклый многоугольник, никакие две стороны которого не параллельны. Для каждой из его сторон рассмотрим угол, под которым она видна из вершины, наиболее удаленной от прямой, содержащей эту сторону. Докажите, что сумма всех таких углов равна 180o . 

Решение

Вершину многоугольника, наиболее удаленную от прямой, содержащей сторону a , будем обозначать далее через Pa . Выберем на плоскости произвольную точку O.  Два вертикальных плоских угла, являющихся объединением всех прямых, проходящих через точку O и параллельных какому-либо отрезку PaQ , где Q лежит на стороне a , назовем углами, соответствующими стороне a (см. рис.5) .
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	Рис.5
	Рис.6


Докажем сначала, что углы, соответствующие разным сторонам, не накладываются. Пусть некоторый луч l с вершиной O расположен (строго!) внутри одного из углов, соответствующих стороне a . Прямая, параллельная этому лучу и проходящая через Pa , пересекает сторону a в некоторой ее внутренней точке A .

Проведем через Pa прямую k , параллельную прямой c , содержащей сторону a (см. рис.6) . Из выпуклости многоугольника и определения точки Pa следует, что многоугольник расположен в полосе с границами k и c . Более того, так как у многоугольника нет параллельных сторон, Pa – единственная точка этого многоугольника, лежащая на прямой k . Поэтому отрезок PaA имеет максимальную длину среди всех отрезков, получаемых при пересечении многоугольника прямыми, параллельными лучу l (все остальные отрезки имеют длину, строго меньшую длины PaA ). 

Если бы луч l лежал внутри угла, соответствующего другой стороне b , то, повторив те же рассуждения, мы бы получили, что некоторый отрезок PbB ( B[image: image42.png]


 b ), параллельный l , имеет максимальную длину среди всех отрезков, получаемых при пересечении многоугольника прямыми, параллельными l. Из единственности максимального отрезка получаем, что точки A и B совпадают, что противоречит тому, что стороны a и b разные. Таким образом, углы соответствующие разным сторонам, не накладываются. 

[image: image82.jpg]



Рис. 7
Докажем теперь, что построенные нами углы покрывают всю плоскость. Пусть это не так. Тогда существует некоторый угол с вершиной в точке O, не покрытый ни одним из построенных нами углов. Возьмем внутри этого угла луч m, не параллельный ни одной из сторон и диагоналей многоугольника. Будем двигать прямую, параллельную m, и смотреть на длину отрезка, высекаемого на ней многоугольником. Ясно, что между моментами, когда на прямой оказывается вершина многоугольника, эта длина изменяется линейно. Тогда в некоторый момент мы получим отрезок максимальной длины, причем один из его концов P является вершиной многоугольника, а второй конец A лежит на некоторой стороне a .

Проведем через точку P прямую c, параллельную прямой b, которая содержит сторону a. Если бы одна из сторон многоугольника, примыкающая к вершине P, не лежала бы в полосе с границами b и c, то можно было бы найти прямую, параллельную m и пересекающую многоугольник по большему, чем PA , отрезку (см. рис.7). Следовательно, наш многоугольник лежит в полосе с границами b и c , откуда получаем, что P – наиболее удаленная от прямой b , содержащей сторону a , вершина многоугольника. А это значит, что луч m лежит в одном из углов соответствующих стороне a, что противоречит нашему выбору луча m. Таким образом, построенные нами углы покрывают всю плоскость и, так как они перекрываются, то сумма их величин равна 360o. Осталось заметить, что сумма углов, указанная в задаче, вдвое меньше, чем сумма построенных нами углов.

Задача № 6
Классы: 7,8,9

Темы:  Ломаные, вписанные и описанные многоугольники.
Условие: Рассматриваются всевозможные шестизвенные замкнутые ломаные, все вершины которых лежат на окружности. 
а) Нарисуйте такую ломаную, которая имеет наибольшее возможное число точек самопересечения. 
б) Докажите, что большего числа самопересечений такая ломаная не может иметь. 
Решение

а) На рисунке 8 изображена шестизвенная ломаная с семью точками самопересечения. 

[image: image43.png]



Рис.8
б) Докажем, что такая ломаная не может иметь больше семи самопересечений. Пусть общее число самопересечений равно N. Для каждого звена рассмотрим число точек самопересечения, которые лежат на этом звене, и обозначим через S сумму этих чисел. Тогда S ≥ 2N (если в одной точке пересекаются два звена, то эта точка входит в сумму дважды, если три или больше – больше двух раз). На любом звене может лежать не больше трёх точек самопересечения, так как кроме этого звена и двух соседних с ним имеются всего три звена, которые могут с ним пересекаться. При этом три точки могут быть только на "диагональном" звене таком, что из четырёх вершин, не являющихся его концами, две лежат в одной полуплоскости от него, а две другие – в другой. (Если по какую-то сторону от звена лежит лишь одна вершина, то нельзя провести больше двух отрезков к вершинам, лежащим по другую сторону звена) Таких "диагональных" звеньев максимум три. На каждом из остальных лежат не больше чем по две точки самопересечения, поэтому S ≤ 3 · 2 + 3 · 3 = 15, т. е. N ≤ S/2 ≤ 15/2. 

Задача № 7
Классы: 8,9

Темы: Треугольник, Ломаная, Окружность. 

Условие: Ломаная разбивает круг на две равновеликие части. Докажите, что кратчайшая такая ломаная – это диаметр (рис. 9). 

Решение
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Рис. 9
Допустим, что ломаная, отличная от диаметра, делит площадь круга пополам. Можно считать, что ломаная имеет общую точку с окружностью (иначе сделаем параллельный перенос ломаной). Пусть A и B – концы этой ломаной (которые могут и совпадать). Рассмотрим ломаную с концами A' и B' , центрально-симметричную исходной ломаной относительно центра круга. Эти две ломаные обязаны пересечься, поскольку каждая из них отсекает половину площади круга. Возьмём ближайшую к точке A точку C пересечения ломаных (расстояния отсчитываются вдоль ломаной от A к B ). Центрально-симметричная её точка C' также является точкой пересечения этих ломаных. Среди частей ломаной AC и B'C выберем кратчайший (пусть это AC ). Тогда ломаная ACC'A' центрально-симметрична. Следовательно, она делит площадь круга пополам. С другой стороны, она короче (или равна) исходной ломаной. Но диаметр AA' ещё короче (или равен) ломаной ACC'A' , причём равенство достигается только тогда, когда исходная ломаная – диаметр. 

Задача № 8
Классы: 9,10

Темы:  Ломаная, Теорема синусов.

Условие: Пять прямых проходят через одну точку. Докажите, что существует замкнутая пятизвенная ломаная, вершины и середины звеньев которой лежат на этих прямых, причем на каждой прямой лежит ровно по одной вершине. 

Решение

Пусть O – точка пересечения прямых. Возьмем на прямой l1 точку A1 и найдем на l3 такую точку A2 , что середина B отрезка A1A2 лежит на прямой l2 (рис.10). Применяя теорему синусов к треугольникам OA1B и OA2B , получаем, что [image: image45.png]Q22
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Рис. 10
Аналогично по точке A2 построим на прямой l5 такую точку A3 , что середина A2A3 лежит на l4 и т.д. Перемножив полученные соотношения, получим, что A6 совпадает с A1.

Задача № 9
Классы: 7,8.

Тема: Вписанные и описанные окружности.

Условие: Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 4 м. Найдите радиус описанной окружности (рис. 11). 

Подсказка: Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, совпадает с серединой гипотенузы. 

Решение

[image: image48.png]



Рис. 11
Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника, совпадает с серединой гипотенузы. Следовательно, радиус окружности равен половине гипотенузы, т. е. 2 м. 

Ответ: 2 м.

Задача № 10
Классы: 7,8.

Тема: Вписанные и описанные окружности.

Условие: Пусть O - центр круга, описанного около треугольника ABC. Найдите угол OAC, если: а) [image: image49.png]


B = 50o; б) [image: image50.png]


B = 126o. (рис. 12)

Подсказка: Вписанный угол равен половине соответствующего центрального угла. 

Решение
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Рис.12
а) Угловая величина дуги AC, не содержащей точки B, равна 100o. Поэтому [image: image52.png]


AOC = 100o,[image: image53.png]


OAC = 40o. 

б) Угловая величина дуги ABC равна 360o - 2 . 126o = 108o. Поэтому [image: image54.png]


AOC = 108o,[image: image55.png]


OAC = 36o. 

Ответ: a) 40o; б) 36o. 

Задача № 11
Классы: 7,8

Темы: Вписанные и описанные окружности. Ромб. 

Задача: Сторона ромба равна 8 см, острый угол равен 30o. Найдите радиус вписанного круга (рис.13). 

Подсказка: Диаметр вписанного круга равен высоте ромба. 

Решение

[image: image56.png]



Рис. 13
Диаметр вписанного круга равен высоте ромба, а высота, опущенная из вершины на противоположную сторону, есть катет прямоугольного треугольника, лежащий против угла в 30o. 

Следовательно, высота ромба равна 4, а искомый радиус равен 2. 

Ответ: 2 см.

Задача № 12

Классы: 7,8

Темы: Вписанные и описанные окружности. 
Условие: Докажите, что сторона BC треугольника ABC видна из центра O вписанной окружности под углом 90o + [image: image57.png]


A/2, а из центра O1 вневписанной окружности, касающейся стороны BC, - под углом 90o - [image: image58.png]


A/2 (рис. 14). 

Подсказка: Центр вписанной окружности - точка пересечения биссектрис внутренних углов треугольника, а центр вневписанной окружности - точка пересечения биссектрис двух внешних углов треугольника. 

Решение
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Рис. 14
Поскольку O - точка пересечения биссектрис треугольника ABC, то 

[image: image60.png]


BOC = 180o - [image: image61.png]


OBC - [image: image62.png]


OCB = 180o - [image: image63.png]


B/2 - [image: image64.png]
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C)/2 = 180o - (180o - [image: image67.png]


A)/2 = 90o + [image: image68.png]


A/2.  Поскольку BO1 и CO1 - биссектрисы внешних углов треугольника ABC, то [image: image69.png]
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OCO1 = 90o. Следовательно, [image: image71.png]


BO1C = 180o - [image: image72.png]


BOC = 180o - (90o + [image: image73.png]


A/2) = 90o - [image: image74.png]


A/2. 

Задача № 13

Классы: 8,9.

Темы:   Признаки и свойства ромба. Теорема Пифагора. 
Условие: Диагонали ромба равны 24 и 70. Найдите сторону ромба (рис. 15). 

Подсказка: Воспользуйтесь свойствами диагоналей ромба. 

Решение
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Рис. 15
Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и точкой пересечения делятся пополам. Сторона ромба – гипотенуза прямоугольного треугольника, катеты которого – половины диагоналей. По теореме Пифагора 
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Ответ: 37. 

Задача № 14

Классы: 7,8

Темы: Теорема Пифагора. Трапеция. 
Задача: Основания равнобедренной трапеции равны 10 и 24, боковая сторона равна 25. Найдите высоту трапеции (рис. 16). 

Подсказка: Опустите из вершин меньшего основания перпендикуляры на большее основание. 

Решение
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Рис. 16
Опустим из вершин B и C меньшего основания трапеции ABCD перпендикуляры BM и CN на большее основание AD. Тогда 

AM = DN = 
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По теореме Пифагора из треугольника ABM находим, что 

BM = 
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Ответ: 24. 
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